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Vier Darstellungen von allgemeinen Rotation
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Darstellung: Achse + Winkel

• Intuitive Darstellung:  (𝜑,r) 

• Meist mit der Nebenbedingung  ||r|| = 1 

• Anzahl Freiheitsgrade allgemeiner Rotationen:    DOFs (degrees of freedom) 

• 2 DOFs für die Achse + 1 DOF für den Winkel 

• Anmerkung: in der Robotik wird gerne die Variante verwendet, wo beliebig 

lang sein darf, und dabei wird 

                                      𝜑 = ||r|| 

als Winkel interpretiert (damit benötigt man wieder nur einen 3D-Vektor) 

• Bezeichnungen: Euler-Vektor, oder Rotationsvektor
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• Intuitive(?) Konstruktion einer beliebigen Rotation: 

Konkatenation aus 3 elementaren Rotationen — 

erst Rotation um X-, dann um Y-, dann um Z-

Achse 

• Diese Winkel heißen Euler-Winkel 

• Häufige Variante im Maschinenbau: 

• Bezeichnung:  

roll, pitch, yaw (Schiff) 

roll, pitch, heading (Flugzeug)  

Die Euler-Winkel
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Spezifikation einer Rotation mittels Euler-Winkeln macht viele Probleme!!

1. Reihenfolge der Rotationen ist nicht festgelegt! 

• Oft "roll, pitch, yaw" — aber Zuordnung zu den Achsen nicht definiert! 

• Manchmal auch: z, x, z ! Oder … 

2. Führt manchmal zu Gimbal Lock! 

3. Werte-Bereiche: für einen der Winkel ist der Bereich nur [-90, +90]  

• Sonst: Mehrfachüberdeckung von SO(3) 

4. Rechnen (z.B. interpolieren oder mitteln) ist i.A. sinnlos und/oder unmöglich!
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• Interpolation zwischen zwei Rotationen (Orientierungen) mittels Euler-

Winkel liefert unerwünschte Resultate 

• Beispiel: 

• Rotation von 90º um Z, dann 90º um Y         =              120º um (1, 1, 1) 

• Rotation von 30º um Z, dann 30º um Y        ≠              40º um (1, 1, 1)  !
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Beispiel für die unerwünschten Effekte bei Interpolation von Euler-Winkeln
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Der Gimbal Lock

• Immer dann, wenn 2 Achsen (fast) gleich sind 

• Folgen: nur noch 2 Freiheitsgrade! (obwohl es 

immer noch 3 Parameter sind) 

• Rotation um eine der (lokalen) Flugzeugachsen 

geht nicht mehr!
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Demo zu Interpolation und Gimbal Lock
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Anekdote: Euler Angles in Spaceflight

• In den Apollo-Raketen wurde ein Kreiselkompass verwendet 

• (Basiert auf der Trägheit einer sich sehr schnell drehenden 

Masse) 

• Kleine Anekdote dazu:
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About two hours after the Apollo 11 landing, Command Module Pilot 

Mike Collins had the following conversation with CapCom Owen Garriott: 
104:59:35 Garriott: Columbia, Houston. We noticed you are maneuvering 

very close to gimbal lock. I suggest you move back away. Over. 

104:59:43 Collins: Yeah. I am going around it, doing a CMC Auto 

maneuver to the Pad values of roll 270, pitch 101, yaw 45. 

104:59:52 Garriott: Roger, Columbia. (Long Pause) 

105:00:30 Collins: (Faint, joking) How about sending me a fourth gimbal 

for Christmas.
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• Um Gimbal-Lock zu vermeiden, wurde tatsächlich ein 4-ter Gimbal eingeführt!
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Quelle: http://www.hq.nasa.gov/office/pao/History/alsj/gimbals.html 

http://www.hq.nasa.gov/office/pao/History/alsj/gimbals.html
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Matrix-Darstellung von Rotationen

• Gesucht: Rotationsmatrix zu gegebener Rotationsachse r  

(oBdA geht r durch den Ursprung) 

1. Erzeuge neue Basis (r, s, t) (bestimme s und t, orthogonal zu r; siehe 

Kapitel "Kurze Wiederholung in Geometrie") 

2. Transformiere alles, so daß die Basis (r, s, t) in die Standardbasis  

(x, y, z) übergeht 

3. Rotiere mit Winkel 𝜃 um x-Achse 

4. Transformiere zurück in die ursprüngliche Basis 

• Zusammen:
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Konstruktion einer Rotation aus Koordinatenachsen

• Man kann eine Rotationsmatrix direkt aus den 3 Koordinatenachsen eines 

(neuen) Koordinatensystems konstruieren 

• Gegeben: Einheitsvektoren u, v, w 

• Setze: 

• Damit ist                     und     

• Also: R ist eine Rotation 

• Und zwar von xyz-Koordinaten ⟶ uvw, denn:
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• Was bedeutet die Matrix R-1 ? 

➢Rotation von uvw-Koord. → xyz-Koord. 

• Beachte: bei dieser Betrachtungsweise sind die Koordinaten der Punkte 

(bzw. Ortsvektoren) IMMER im xyz-Koord.system gegeben! 

• Denn auch die Vektoren u, v, w, haben wir immer in xyz-Koord. definiert!

14

x

y
v

u

P'
P



G. Zachmann Computergraphik 1 WS January 2024 Transformationen

Zusammenhang zwischen Rotation und Basiswechsel

• Betrachte einen Punkt P = pxyz  im xyz-Koord.system und multipliziere mit RT: 

➢Puvw stellt den selben Punkt P  

im Raum wie Pxyz dar! 

• puvw stellt ihn in uvw-Koordinaten dar, 

pxyz stellt ihn in xyz-Koordinaten dar!
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Orthogonale Matrizen und der Zusammenhang zu Rotationen

• Definition (Wdhg aus Mathe): 

        eine Matrix R heißt orthogonal ⇔ 

• Folgen:  

    Die Spalten von R sind zueinander orthonormal (nicht nur orthogonal)
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Charakterisierung von (reinen) Rotationsmatrizen

• R  ist orthogonal ⇔ R  ist Rotationsmatrix und/oder Spiegelung 

• R  ist eine ordentliche Rotation  ⇔ 

• Die Menge der orthogonalen Matrizen mit Determinante =1 bezeichnet 

man oft mit  SO(3)  (aka. die Gruppe der 3D Rotationen, mit der 

Multiplikation als Operator)
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Zerlegung einer Rotationsmatrix (Konvertierung von Matrix in Achse+Winkel)

• Gegeben: Rotationsmatrix R 

1. Aufgabe: den Rotationswinkel θ  bestimmen 

• Lösung: 

• Beweis: 

• Zu R gibt es eine Basiswechselmatrix U, so daß  

• Es gilt: 
 

(Spezielle Eigenschaft der Spur)
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2. Aufgabe: Rotationsachse r bestimmen 

• Lösung: r ist der Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Matrix R 

• Beweis: alle Vektoren auf der Rotationsachse bleiben fest, d.h. 

• Berechnung der Eigenvektoren einer 3x3-Matrix: 

• Zur Erinnerung: zu jeder Matrix A gibt es eine adjungierte Matrix A# 

• Die Elemente        der adjungierten Matrix sind definiert als 

• Es gilt:
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• Falls                      , dann ist  

• Also gilt für jeden Spaltenvektor v aus A#, daß  

• Gesucht: Eigenvektor r zum Eigenwert 1 von R, also ein r, so daß  

• Das sind gerade die Spalten von 

• Bemerkung: alle Spalten sind Vielfache voneinander 

• Bemerkung: das funktioniert auch für größere Matrizen, ist aber nicht mehr 

effizient
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(R − I)#
<latexit sha1_base64="XBGzqh/Qby1oeUdMlpz9BLvPh1Q=">AAAC1HicZVFbaxNBFJ6stxovTfVJBBkMQoU27AZL+iIEfdG3Vkxa6MYwO3s2HTqXZS6tYVx8EF/9E+KrvvpXfPOnOLtpi2kOzJmPc75zz0rOjI3jP63o2vUbN2+t3W7fuXvv/npn48HYKKcpjKji Sh9mxABnEkaWWQ6HpQYiMg4H2cnr2n9wCtowJd/beQkTQWaSFYwSG0zTzqPNd3gbp4LYY6m0INy/rZ5/8Gm3mna6cS9uBK+C5Bx0h09+7/9FCO1NN1rf01xRJ0BayokxR0m/tBNPtGWUQ9VOnYGS0BMyA990XuFnwZTjQunwpMWNdYkn5nVrgVh/5n/XkbPF7sQzWToLki5yFY5jq3A9Kc6ZBmr5HBNKQ0uO2FCKHhNNqA0bWSpjiDSLQukFbKcaJJxRJQSRuU8LIhif51AQx23lU1Nc4OVMzElmPwajYQasK30JeluoHPBLXNS1w96DNwSHkzUDe5dNNeSV17Os8nFvkGyFPe8G1Y9XmRl3cEmN+4H1olaDnSvUjBN3yUt2thqV1GdNrh5xFYz7 vSQE7Cfd4Su0kDX0GD1FmyhBAzREb9AeGiGKPqMf6Cf6FY2jT9GX6OuCGrXOYx6iJYm+/QN98eRh</latexit><latexit sha1_base64="Uo0kO3XURlLbC0K8xLU++Y27CeU=">AAAC1HicZVFbaxNBFJ6stxpvqT6JUAaDUKENu8GSvghBX/StFZMWujHMzp5Nh85lmYsaxsUH6at/QnzV1/4Vf4N/wtlNW0xzYM58nPOde1ZyZmwc/2lF167fuHlr7Xb7zt179x901h+OjXKawogq rvRhRgxwJmFkmeVwWGogIuNwkJ28rv0HH0EbpuR7Oy9hIshMsoJRYoNp2nm8+Q5v41QQeyyVFoT7t9XzDz7tVtNON+7FjeBVkJyD7nDjbP/v6cbZ3nS99SPNFXUCpKWcGHOU9Es78URbRjlU7dQZKAk9ITPwTecVfhZMOS6UDk9a3FiXeGJetxaI9Wf+dx05W+xOPJOl syDpIlfhOLYK15PinGmgls8xoTS05IgNpegx0YTasJGlMoZIsyiUXsB2qkHCJ6qEIDL3aUEE4/McCuK4rXxqigu8nIk5yeznYDTMgHWlL0FvC5UDfomLunbYe/CG4HCyZmDvsqmGvPJ6llU+7g2SrbDn3aD68Soz4w4uqXE/sF7UarBzhZpx4i55yc5Wo5L6rMnVI66Ccb+XhID9pDt8hRayhp6gp2gTJWiAhugN2kMjRNFX9BP9Qr+jcfQl+hadLqhR6zzmEVqS6Ps/gfHlxw==</latexit> <latexit sha1_base64="Uo0kO3XURlLbC0K8xLU++Y27CeU=">AAAC1HicZVFbaxNBFJ6stxpvqT6JUAaDUKENu8GSvghBX/StFZMWujHMzp5Nh85lmYsaxsUH6at/QnzV1/4Vf4N/wtlNW0xzYM58nPOde1ZyZmwc/2lF167fuHlr7Xb7zt179x901h+OjXKawogqrvRhRgxwJmFkmeVwWGogIuNwkJ28rv0HH0EbpuR7Oy9hIshMsoJRYoNp2nm8+Q5v41QQeyyVFoT7t9XzDz7tVtNON+7FjeBVkJyD7nDjbP/v6cbZ3nS99SPNFXUCpKWcGHOU9Es78URbRjlU7dQZKAk9ITPwTecVfhZMOS6UDk9a3FiXeGJetxaI9Wf+dx05W+xOPJOl syDpIlfhOLYK15PinGmgls8xoTS05IgNpegx0YTasJGlMoZIsyiUXsB2qkHCJ6qEIDL3aUEE4/McCuK4rXxqigu8nIk5yeznYDTMgHWlL0FvC5UDfomLunbYe/CG4HCyZmDvsqmGvPJ6llU+7g2SrbDn3aD68Soz4w4uqXE/sF7UarBzhZpx4i55yc5Wo5L6rMnVI66C cb+XhID9pDt8hRayhp6gp2gTJWiAhugN2kMjRNFX9BP9Qr+jcfQl+hadLqhR6zzmEVqS6Ps/gfHlxw==</latexit>

<latexit sha1_base64="Uo0kO3XURlLbC0K8xLU++Y27CeU=">AAAC1HicZVFbaxNBFJ6stxpvqT6JUAaDUKENu8GSvghBX/StFZMWujHMzp5Nh85lmYsaxsUH6at/QnzV1/4Vf4N/wtlNW0xzYM58nPOde1ZyZmwc/2lF167fuHlr7Xb7zt179x901h+OjXKawogq rvRhRgxwJmFkmeVwWGogIuNwkJ28rv0HH0EbpuR7Oy9hIshMsoJRYoNp2nm8+Q5v41QQeyyVFoT7t9XzDz7tVtNON+7FjeBVkJyD7nDjbP/v6cbZ3nS99SPNFXUCpKWcGHOU9Es78URbRjlU7dQZKAk9ITPwTecVfhZMOS6UDk9a3FiXeGJetxaI9Wf+dx05W+xOPJOl syDpIlfhOLYK15PinGmgls8xoTS05IgNpegx0YTasJGlMoZIsyiUXsB2qkHCJ6qEIDL3aUEE4/McCuK4rXxqigu8nIk5yeznYDTMgHWlL0FvC5UDfomLunbYe/CG4HCyZmDvsqmGvPJ6llU+7g2SrbDn3aD68Soz4w4uqXE/sF7UarBzhZpx4i55yc5Wo5L6rMnVI66C cb+XhID9pDt8hRayhp6gp2gTJWiAhugN2kMjRNFX9BP9Qr+jcfQl+hadLqhR6zzmEVqS6Ps/gfHlxw==</latexit> <latexit sha1_base64="T7WYCmGMA+iDUOlYfSTXPXlhhNI=">AAAC1HicZVFbaxNBFJ6stxovTfVJfBkMQoU27AZL+iIU+6JvVUxa6MYwO3s2HTqXZS6tYVx8KH3tnxBf9ff4b5zdpMU0B+bMxznfuWclZ8bG8d9WdOfuvfsP1h62Hz1+8nS9s/FsZJTTFIZUcaWP MmKAMwlDyyyHo1IDERmHw+x0v/YfnoE2TMkvdlbCWJCpZAWjxAbTpPNi8zPexqkg9kQqLQj3H6s3X33arSadbtyLG8GrIFmALlrIwWSj9TPNFXUCpKWcGHOc9Es79kRbRjlU7dQZKAk9JVPwTecVfh1MOS6UDk9a3FiXeGJWtxaI9Wf+dx07W+yOPZOlsyDpPFfhOLYK 15PinGmgls8woTS05IgNpegJ0YTasJGlMoZIMy+UXsN2qkHCOVVCEJn7tCCC8VkOBXHcVj41xTVezsScZPZbMBpmwLrSl6C3hcoBv8NFXTvsPXhDcDhZM7B32URDXnk9zSof9wbJVtjzblD9eJWZcQc31LgfWG9rNdi5Rc04cTe8ZGerUUl91uT2EVfBqN9LQsCnpLv3 fnHgNfQSvUKbKEEDtIc+oAM0RBT9QL/Qb/QnGkXfo4vock6NWouY52hJoqt/jOXiGg==</latexit>

FYI



G. Zachmann Computergraphik 1 WS January 2024 Transformationen

Euler's Satz über Rotationen

Jede Rotation kann mit Hilfe 3-er Winkel um (fast) beliebige Achsen 

beschrieben werden. 

Jede beliebige Rotation im Raum lässt sich als Rotation um eine bestimmte 

Achse mit einem bestimmten Winkel darstellen. 

(Teil zwei haben wir gerade bewiesen. Teil eins führt zu Euler-Winkeln.)
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Intermezzo: ein Film, in dem viele Interpolationen von Rotationen / Orientierungen vorkommen
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http://www.evl.uic.edu/hypercomplex/ 

George Francis, 
Louis Kauffman,  

Dan Sandin, Chris Hartman,  
John Hart

http://www.evl.uic.edu/hypercomplex/
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Interpolation von Orientierungen

• Definition:  Orientierung  
= "Lage" (attitude/pose) eines Obj.s im Raum  
=  Rotation aus dessen Null-Lage 

• Häufige Aufgabe:  

• Gegeben: zwei Orientierungen O1 und O2 für dasselbe Objekt 

• Gesucht: eine Funktion O(t) zur Interpolation zwischen O1 und O2 , die ästhetisch 
ansprechend und effizient ist 

• Frage: welche Repräsentation ist dafür gut geeignet?
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Punkt Orientierung

Vektor Rotation

Null-Element 
= (0,0,0)

Null-Element = 
Einheitsmatrix



G. Zachmann Computergraphik 1 WS January 2024 Transformationen

Vorbetrachtungen

• Komplexe Zahlen kann man als Punkte in der Ebene betrachten 

• Und als Rotation in der Ebene um den Ursprung !
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e
iθ
= cos θ + i sin θ
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v = re
iϕ

= r cosϕ+ r i sinϕ
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e
iθ
v = re

iθ
e
iϕ = re

i(θ+ϕ) = r cos(θ + ϕ) + r i sin(θ + ϕ)

Visualisierung: siehe Video auf der VL-Homepage unter Videos

FYI
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• Wir können reelle Zahlen leicht invertieren: 

• Auch für komplexe Zahlen können wir ein Inverses finden: 

• Gibt es etwas Analoges auch in "höheren Dimensionen"? 

• Z.B. eine "dreidimensionale" Verallgemeinerung von     ?  

• Aber: im 4D klappt es wieder … (fast)

27

⟶ Nein!
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Quaternionen                                          [Hamilton, 1843]

• Erweiterung der komplexen Zahlen: 

• Alternative Schreibweise: 

• Axiome für die 3 imaginären Einheiten: 

• Daraus folgen sofort diese Rechengesetze:

28
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Eine Algebra über den Quaternionen

• Addition: 

• Skalierung: 

• Multiplikation: 

• Konjugation:  

• Betrag (Norm): 

• Inverse eines Einheitsquaternions:

29
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• Behauptung (o. Bew.): 

          mit der Multiplikation ist eine nicht-kommutative Gruppe. 

• Bemerkung: manchmal ist es zweckmäßig, die Multiplikation zweier 

Quaternionen auch mit Hilfe einer Matrix-Multiplikation darzustellen

30

Als Spaltenvektor geschrieben! Als Spaltenvektor!
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Einbettung des 3D-Vektorraumes in 

• Den Vektorraum       kann man in      so einbetten: 

• Definition:  

Quaternionen der Form            heißen reine Quaternionen (pure quaternions)

31
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Darstellung von Rotationen mittels Quaternionen

• Gegeben sei Axis & Angle           mit  

• Definiere das dazu gehörige Quaternion als 

• Beobachtung:  |q| = 1 

• Zurückrechnen:  q = (w, a, b, c)  sei gegeben, mit |q| = 1 

Dann ist 

32
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• Satz: 

      Jedes Einheitsquaternion kann man in der Form 

      darstellen. 

• Beweis: siehe vorige Folie 

• Theorem: Rotation mittels eines Quaternions 

Sei             ein pures Quaternion und             ein Einheitsquaternion.  Dann 

beschreibt die Abbildung 

 

eine (rechtshändige) Rotation von v, wobei Winkel und Achse durch q 

bestimmt sind.

33

<latexit sha1_base64="D79Q1eJKvvMR0SLKOhRm0RMLORE=">AAADAnicZVFJbxMxGHWGrQ1bCifExVCxVSGaiVSoipCK4NBjQaStVIfI4/GkVr1MbU8hsubGD+HMCdQrZ65w5d/wzSRBpLVk6+m9b/VLCymcj+M/rejCxUuXrywtt69eu37jZmfl1q4zpWV8wIw0 dj+ljkuh+cALL/l+YTlVqeR76dHrWt874dYJo9/7ScGHio61yAWjHqhRZ/PdJiZdTE4YPsHkBSaKFs6bGh5jwjLj51qDjz+s4ZdT5tGosxr34ubg8yCZgdUtvHzn4avTJzujldY3khlWKq49k9S5g6Rf+GGg1gsmedUmpeMFZUd0zEOzWoUfAJXh3Fi42uOG/T/uoPT5xjAIXZSeawYJGMS8lBiWqBfGmbCceTnBlDFoXFIPBdkhtZR5+JiFpmqiqD+sixQgGU0lrgkHfZWiOnNdLA3NcMphIo4d1a7W7y0UmbMVJnPYJpZr/nFWJZCcKiEnGc9pKX0ViMvneLGSKLXwn4B0wnFfFgHGeqpMxsGEvF4APAQVksH+5m9CKmlZBTtOqxD3kvVu8yRn gizP/sVsQEgMtz+NIW8CqUe2KmRVBR4nZx09D3b7veRZb/0tmL2NpmcJ3UX30WOUoOdoC22jHTRADH1BP9Ev9Dv6HH2Nvken09CoNcu5jRZO9OMvUqj1HA==</latexit>

R : v !→ q ·v·q∗
= v

′
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Beweisskizze

34

=
*) Zwischendurch benötigt man diese trigonometrischen Identitäten:

(*)

FYI



G. Zachmann Computergraphik 1 WS January 2024 Transformationen

• Bemerkung: die so definierte Rotationsabbildung ist mit der Quaternionen-

Multiplikation verträglich, d.h., dass 

• Caveat: die beiden Einheits-Quaternionen q = (w, x, y, z) und  

-q = (-w, -x, -y, -z)  stellen die selbe Rotation dar! 

• M.a.W.: die 4-dim. Einheitskugel in      deckt die Gruppe aller Rotationen, SO(3), 

doppelt ab!

35
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Lineare Interpolation von Quaternionen

• Gegeben: zwei Orientierungen q1 , q2 

• Aufgabe: Orientierungen dazwischen interpolieren 

• Einfachste Lösung: linear interpolieren 

• Wichtig: q(t) hinterher immer normieren! 

• Vorteil: Kein Gimbal Lock!

36
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Sphärische lineare Interpolation

• Nachteil (noch): keine konstante Winkelgeschwindigkeit 

• Problem: Geschwindigkeit an den "Enden" der Interpolation ist langsamer 

als in der "Mitte"

37

q1

q2

q(t)
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• Besser ist die sphärische lineare Interpolation 

“slerp” 

• Ansatz: interpoliere nicht die Distanz 

zwischen q1 und q2, sondern den  

Winkel dazwischen 

•  

 

mit

38

θ

q1

q2

q(t)

t.𝜃 (1-t) .𝜃
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Nebenbemerkung

• In der Praxis interpoliert man die Quaternionen 

mit höherem Grad, mit irgend einem Standard-

Interpolationsverfahren, das parametrische 

Kurven liefert 

• Z.B. Bezier-Kurven (oder B-Splines) 

• Mit De Casteljau geht das sehr einfach: 

• Statt                           

 

berechne fortgesetzt
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Lineare Interpolation mit slerp

Kubische Interpolation mit slerp

Qi = (1− t)Pi + tPi+1
<latexit sha1_base64="QHevbvfK2GzcWbxEv13XmbOpi2g=">AAAC1XicZVHNaxNBFJ+sXzV+NNWbggwGodI27ARLehGCXjwmYJpCNyyzs2/TobOzy8wbNSwLHsSrf4TgVY/+K978U5xs2mKaB/Pmx3u/952USloMwz+t4MbNW7fvbN1t37v/4OF2Z+fRsS2cETAR hSrMScItKKlhghIVnJQGeJ4omCbnb5f+6QcwVhb6PS5KmOV8rmUmBUdvijtPxrGkr+kuO8CXdOTxHsVRXMk9VsedbtgLG6GbgF2A7vDZ7/FfQsgo3ml9j9JCuBw0CsWtPWX9EmcVNyiFgrodOQslF+d8DlXTek1feFNKs8L4p5E21jVevsg5nnni8rP/u04dZkezSurSIWixypU5RbGgy1FpKg0IVAvKhfAtOY6+lDjjhgv0K1krY7m2q0LRJWxHBjR8FEWec51WUcZzqRYpZNwprKvIZpd4PZN0WuInb7TSArqyKsEc5EUKfs/ZsrZfvPf6YH+zZuDKJbGBtK7MPKmrsDdg+37PR171w01mohxcUcO+Z71aqsHhNWqiuLviscP9RjVnZdePuAmO +z3mA8asO3xDVrJFnpLnZJcwMiBD8o6MyIQI8pn8ID/Jr2Aa1MGX4OuKGrQuYh6TNQm+/QMm4eLy</latexit><latexit sha1_base64="71djK4AyLSbPLctbV1sA3NnOKMo=">AAAC1XicZVHNattAEF6rf6n757S3FsJSU0hJYiTT4FwKpr30aEMdByIjVquRs2S1EruzTYwQ9ND22oco9Noe8yp9hr5EV3IS6nhgZz9mvvmPCykM+v6flnfr9p279zbutx88fPT4SWfz6aHJreYw 4bnM9VHMDEihYIICJRwVGlgWS5jGp+9r//QTaCNy9REXBcwyNlciFZyhM0Wd5+NI0Ld0O9jD13Tk8A7FUVSKnaCKOl2/5zdC10FwCbrDrYvx369bF6Nos/UjTHJuM1DIJTPmOOgXOCuZRsElVO3QGigYP2VzKJvWK/rKmRKa5to9hbSxrvCyRcbwxBHrz/zvOraYHsxK oQqLoPgyV2olxZzWo9JEaOAoF5Rx7lqyDF0pfsI04+hWslLGMGWWhcIr2A41KDjjeZYxlZRhyjIhFwmkzEqsytCkV3g1k7BK4LkzGmEAbVEWoPeyPAG357Su7RbvvC7Y3awZuLRxpCGpSj2Pq9LvDYJdt+cDp/r+OjOWFq6pft+x3tRqsH+DGktmr3nB/m6jmrMGN4+4Dg77vcAFjIPu8B1ZygZ5QV6SbRKQARmSD2REJoSTz+Qn+UV+e1Ov8r5435ZUr3UZ84ysiPf9Hyrh5Fg=</latexit> <latexit sha1_base64="71djK4AyLSbPLctbV1sA3NnOKMo=">AAAC1XicZVHNattAEF6rf6n757S3FsJSU0hJYiTT4FwKpr30aEMdByIjVquRs2S1EruzTYwQ9ND22oco9Noe8yp9hr5EV3IS6nhgZz9mvvmPCykM+v6flnfr9p279zbutx88fPT4SWfz6aHJreYw4bnM9VHMDEihYIICJRwVGlgWS5jGp+9r//QTaCNy9REXBcwyNlciFZyhM0Wd5+NI0Ld0O9jD13Tk8A7FUVSKnaCKOl2/5zdC10FwCbrDrYvx369bF6Nos/UjTHJuM1DIJTPmOOgXOCuZRsElVO3QGigYP2VzKJvWK/rKmRKa5to9hbSxrvCyRcbwxBHrz/zvOraYHsxK oQqLoPgyV2olxZzWo9JEaOAoF5Rx7lqyDF0pfsI04+hWslLGMGWWhcIr2A41KDjjeZYxlZRhyjIhFwmkzEqsytCkV3g1k7BK4LkzGmEAbVEWoPeyPAG357Su7RbvvC7Y3awZuLRxpCGpSj2Pq9LvDYJdt+cDp/r+OjOWFq6pft+x3tRqsH+DGktmr3nB/m6jmrMGN4+4 Dg77vcAFjIPu8B1ZygZ5QV6SbRKQARmSD2REJoSTz+Qn+UV+e1Ov8r5435ZUr3UZ84ysiPf9Hyrh5Fg=</latexit>

<latexit sha1_base64="71djK4AyLSbPLctbV1sA3NnOKMo=">AAAC1XicZVHNattAEF6rf6n757S3FsJSU0hJYiTT4FwKpr30aEMdByIjVquRs2S1EruzTYwQ9ND22oco9Noe8yp9hr5EV3IS6nhgZz9mvvmPCykM+v6flnfr9p279zbutx88fPT4SWfz6aHJreYw 4bnM9VHMDEihYIICJRwVGlgWS5jGp+9r//QTaCNy9REXBcwyNlciFZyhM0Wd5+NI0Ld0O9jD13Tk8A7FUVSKnaCKOl2/5zdC10FwCbrDrYvx369bF6Nos/UjTHJuM1DIJTPmOOgXOCuZRsElVO3QGigYP2VzKJvWK/rKmRKa5to9hbSxrvCyRcbwxBHrz/zvOraYHsxK oQqLoPgyV2olxZzWo9JEaOAoF5Rx7lqyDF0pfsI04+hWslLGMGWWhcIr2A41KDjjeZYxlZRhyjIhFwmkzEqsytCkV3g1k7BK4LkzGmEAbVEWoPeyPAG357Su7RbvvC7Y3awZuLRxpCGpSj2Pq9LvDYJdt+cDp/r+OjOWFq6pft+x3tRqsH+DGktmr3nB/m6jmrMGN4+4 Dg77vcAFjIPu8B1ZygZ5QV6SbRKQARmSD2REJoSTz+Qn+UV+e1Ov8r5435ZUr3UZ84ysiPf9Hyrh5Fg=</latexit> <latexit sha1_base64="mJZIrIqBC7aBWXU3NPbtfsStVUI=">AAAC1XicZVFLa9tAEF6rr9R9Oe2tvSw1hZQkRmsanEshtJceHajjQGTEajVylqxWYne2iRGCHkqv/RGFXtu/03/TleyEOh7Y2Y+Zb95JqaTFMPzbCe7cvXf/wdbD7qPHT54+620/P7GFMwImolCF OU24BSU1TFCigtPSAM8TBdPk4mPjn34BY2WhP+OihFnO51pmUnD0prj38jiW9D3dYfv4lo493qU4jiu5y+q41w8HYSt0E7AV6JOVjOPtzs8oLYTLQaNQ3NozNixxVnGDUiiou5GzUHJxwedQta3X9I03pTQrjH8aaWtd4+WLnOO5Jzaf/d915jA7nFVSlw5Bi2WuzCmK BW1Gpak0IFAtKBfCt+Q4+lLinBsu0K9krYzl2i4LRdewGxnQcCmKPOc6raKM51ItUsi4U1hXkc2u8Xom6bTEK2+00gK6sirB7OdFCn7PWVPbL957fbC/WTtw5ZLYQFpXZp7UVTgYsT2/50OvhuEmM1EObqjh0LPeNWp0cIuaKO5ueOxgr1XtWdntI26Ck+GA+YBj1j/6 sDrwFnlFXpMdwsiIHJFPZEwmRJCv5Bf5Tf4E06AOvgXfl9Sgs4p5QdYk+PEPNdXgqw==</latexit>

Qi = slerp(t;Pi ,Pi+1)
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Vergleich der verschiedenen linearen Interpolationsarten

40

Gianluca Vatinno, Trinity College Dublin

Interpolation 
of Euler angles

Slerp of 
quaternions

Lerp of quaternions 
(with normalization)

Naïve interpolation 
of matrices
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Alle Darstellungen von Rotation lassen sich ineinander umrechnen
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Rotationsmatrix

Euler-WinkelAxis+Angle

Quaternionen

Mehr Infos: siehe die Tutorials auf der Homepage der Vorlesung!
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Vergleich der verschiedenen Arten zur Darstellung von Rotationen

42

Matrix Euler-Winkel

Quaternionen Achse+Winkel 
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Vergleich der verschiedenen Arten zur Darstellung von Rotationen

44

Matrix 

o Ubiquitär in OpenGL / Game Engines 
-  16 Floats (evtl. 12)  
+ Vektor rotieren = 15 FLOPs 
+ Einheitliche Repräsentation für alle affinen 
Transformationen 
-  Rundungsfehler nach mehrfacher 
Konkatenation lassen sich nicht leicht 
korrigieren 
-  Konkat. von Rotationen = 45 FLOPs

Euler-Winkel 

+ Intuitiv (zunächst) 

+ 3 Floats 

-  Gimbal lock 

-  keine Algebra (Rechenop.) darauf ⟶ 

Konkatenation fkt. nicht direkt 

Quaternionen 

+ Intuitiv 

+ 4 Floats 
+ Rundungsfehler nach mehrfacher 
Konkatenation lassen sich leicht korrigieren 
(einfach normieren) 
+ Konkat. von Rotationen = 28 FLOPs 
-  Vektor rotieren = 30 FLOPs

Achse+Winkel 

+ Sehr intuitiv 

+ 3 Floats 

-  keine Algebra (Rechenop.) darauf 

-  Vektor rotieren = 40 FLOPs 
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Anwendung: virtueller Trackball

• Interaktionsaufgabe: ein Objekt um eine 

beliebige Achse rotieren 

• Mit echtem Trackball 

ist es trivial 

• Wie gibt man beliebige Rotationen mit der 

2D-Maus ein?

45
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Die Interaktionsmetapher

• Idee: 

• Lege gedachte (virtuelle) Kugel um das Objekt 

• Kugel kann um ihr Zentrum rotieren 

• Maus pickt Punkt auf Oberfläche, den man zieht 

• Geg.: Startpunkt = (x1,y1), Endpunkt = (x2,y2)  

(in 2D!) 

• Ges.: Rotationsachse r (in 3D), Rotationswinkel 

• Berechnung: 

1. Bestimme 3D Punkte 

2. Rotationsachse

46

Gedachter Weg 
auf der Kugel 

= Segment des 
Großkreises

Weg der 
Maus im 
Fenster

Rot.achse r
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Bemerkungen

• Variante 1: p1 = erster Mausklick, p2 = aktuelle Mausposition: unintuitiv 

• Variante 2: p1 = Mausposition vom vorigen Frame, p2 = aktuelle Mausposition: intuitiv, aber 

Rotation exakt um Z-Achse unmöglich 

• Verbesserungen: 

• "Spinning trackball" vermeidet häufiges Nachfassen 

• "Snapping" für exaktes Rotieren um eine Koord.achse 

• Was macht man, wenn p2 die Ellipse verlässt? → andere 3D-Fläche verwenden, die an der 

Silhouette stetig anschließt

47

X Y Z
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Bemerkungen

• Die Rotationsachse r ist zunächst im Kamera-Koordinatensystem definiert! 

• Sie muss aber nach Weltkoordinaten oder Obj.koordinaten zurückgerechnet 

werden (je nach dem, ob diese Rotation als letztes oder als erstes auf das Obj 

angewendet werden soll) 

• Achtung: bei Variante 2 (inkrementeller Trackball) werden sehr viele 

Rotationen mit sehr kleinen Winkeln akkumuliert (pro Frame eine kleine 

Rotation) ⟶ achte auf numerische Robustheit und Drift

48
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Rotation um eine beliebige Achse im Raum

• Man möchte mit θ um die Gerade l rotieren, Gerade geht durch den beliebigen Punkt p 

• Gesucht: eine Matrix M, die diese Transformation enthält 

• Wir wissen, wie man um eine Koordinatenachse rotiert 

• Somit müssen wir die Szene in eine Situation transformieren, mit der wir umgehen 

können

49

x

y

z

l
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Grundidee

1. Verschiebe einen Punkt der Gerade in den Ursprung 

2. Rotiere um eine Achse, so daß l in einer Koordinatenebene liegt 

3. Rotiere um eine weiter Achse, so daß l auf einer Koordinatenachse liegt 

4. Rotiere um diese Achse mit Winkel θ 

5. Invertierte Rotation um die Koordinatenachse aus Schritt 3 

6. Invertierte Rotation um die Koordinatenachse aus Schritt 2 

7. Invertiere Verschiebung aus Schritt 1, so daß l wieder in Ausgangsposition

50
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Schritt 1

• Verschiebe Gerade, so daß ein Punkt von l im Ursprung liegt:
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Schritt 2

• Rotiere mit -α um die z-Achse, so daß l in der xz-Ebene liegt
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-α

l

l

-α

l'

x

y

x

y

z z
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Schritt 3

• Rotiere mit β um die y-Achse damit Gerade auf der x-Achse liegt
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x

y

l

x

y

l

β

z z
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Schritt 4

• Durchführen der gewünschten Rotation (rotiere mit θ um x-Achse)
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θ
x

y

x

y

z z
l l
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Schritt 5

• Invertiere Rotation von l  aus Schritt 3: rotiere mit  -β um die y-Achse
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l

l

-β
x

y

x

y

z
z
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Schritt 6

• Invertiere Rotation aus Schritt 2: rotiere mit α um z-Achse
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l
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z z
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Schritt 7

• Invertiere die Translation aus Schritt 1
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l

l
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y
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z z
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Zusammenfassung

• Die vollständige Transformation zum Rotieren um eine beliebige Achse ist: 

• (Es gibt auch andere Varianten) 

• Hat man diese Matrix, so wendet man diese auf jeden Vertex des Objektes 

an, was den Effekt der Rotation dieses Objektes um die vorgegebene Achse 

hat 

• Das überläßt man natürlich dem Vertex-Shader
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